
Slope Trick：一种特殊的动态规划优化方式

张瑞珉

2024.11.21

摘要

动态规划算法是一种通过把原问题分解为相对简单的子问题的方式求解

复杂问题的方法 [1]。有一类特殊的可以用动态规划算法解决的问题，其分
解后的子问题的解呈一个凸包且斜率均为整数。传统动态规划算法需要直

接求解其所有子问题的值，效果并不理想。本文将介绍一种特殊的优化方法

Slope Trick [2]，通过记录斜率的变化位置从而较快的解决这一类问题。

1 引言

动态规划的一个重要思想是重复利用子问题的解从而避免复杂计算，所

以往往需要一个数组去辅助存储，我们称之为“dp 数组”。同时它还需要从
一个子问题的解推出另一个子问题的解，这部分所需要的步骤称之为“转移

方程”。

有一类特殊的动态规划问题，其子问题的解呈一个凸包且斜率均为整

数。它的 dp 数组一般为二维，其中一维的定义类似于时间轴，且如果我们
把该问题 dp数组的第一维（时间轴维）固定，以第二维的下标为 x轴、值为

y 轴，将其抽象为一个二维平面上的折线，那么这个折线就是一个斜率较为

连续的凸包。同时，我们可以以将这个折线抽象为一个定义域为 (−∞,+∞)

的分段一次函数。

如果这类问题的转移方程在二维平面上的刻画为随着时间的变化，对全

局（x ∈ (−∞,+∞)）加上一个形如 |x− a| 的绝对值函数，然后进行平移或
者前/后缀取 min 等操作，那么它们就可能用 Slope Trick 来进行优化。
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2 核心思想与常用实现

我们将先介绍 Slope Trick 的核心思想，然后介绍它的常用实现方式。
我们记斜率突变的位置为“转折点”。很多的绝对值函数的和会形成一

个凸包，每段的斜率递增且为较为连续的整数。Slope Trick的核心思想在
于存储所有的转折点的位置，因为只需要记录转折点就可以很好的刻画这

个折线。

我们通常用 priority_queue来存储这些转折点的位置，这是为了保证
这些位置的单调性。假设在某个子问题中，我们当前的折线由 n 个绝对值

函数叠加，那么我们的斜率范围即为 [−n, n]。我们将维护所有的 2n 个转折

点（包括不存在的转折点），这样会更方便的维护这条折线。对于每个整数

i ∈ [−n, n − 1] 我们都记录斜率由 i 突变至 i + 1 的位置。特殊的，如果某

个斜率 x 不存在，那么我们假设最大的比 x 小且存在的斜率为 p，最小的

比 x 大且存在的斜率为 q，那么我们令 x− 1 突变为 x 的位置和 x 突变为

x+ 1 的位置均为 p 突变为 q 的位置。

我们通过维护转折点的位置，就可以方便的维护整个图像的最小值等关

键信息。

如函数 f(x) = |x− 2|+ |x− 2|+ |x+ 1|+ |x+ 2|（图 1），它由 4 个绝

对值函数叠加而成。我们便记录对于所有 i ∈ [−4, 3]，斜率由 i 变为 i + 1

的位置，如表 1 所示。

i -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

转折点位置 -2 -2 -1 -1 2 2 2 2

表 1: 斜率变化的位置

3 例题

3.1 Codeforces 713C Sonya and Problem Wihtout a Leg-
end

题目大意 给定一个长度为 n 的数组 a1...n。每次你可以花费 1 的代价将 a

中的某个元素加 1 或者减 1。你需要让数组 a 严格单调递增，并求出最少

花费的代价。

2



图 1: f(x) 的函数图像

解题思路 首先对于每个 i = 1, 2, . . . , n 将 ai 减去 i。这样做就可以将题目

改为使得 a 数组不严格单调增了。

然后就可以得到一个基础的动态规划：令 dpi,j 表示考虑到第 i 个元素，

最终将 ai 改变为 j 且 a1,...,j 非严格单调增的最小代价。那么我们的转移方

程为 dp[i][j]=min{dp[i-1][j]}+|j-a[i]|,j<=i。将 a 数组离散化之后

即可以 O(n2) 的时间复杂度通过本题。

接下来我们试着将原问题转化为可以利用 Slope Trick 解决的问题。
令 fi,j 为 dpi,j，gi,j 为考虑到第 i 位，将 ai 最终改为的值 ≤ j 时最小

的代价。那么我们最终要求的答案为 gn,+∞，且 gi,j 为 fi,j 的前缀最小值。

此时我们的转移方程就变为 f[i][j]=g[i-1][j]+|j-a[i]|。
如果将 i 固定，以 j 为 x 轴，fi,j , gi,j 为 y 轴，那么就可以观察到由 f

计算出 g 的过程相当于将斜率为 0 之后的部分抹平（即弹出所有 i ≥ 0 的

转折点）；由 g 计算出 f 的过程相当于将函数图像叠加上一个绝对值函数

|x− ai|。
此时的问题已经符合了 Slope Trick的解决范围。我们考虑利用 Slope Trick

进行优化。
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我们记当前所有转折点的最大值（即斜率由 −1 转为 0 的位置）为 s。

那么最终的答案就是 x = s 时的函数值。

如果 s ≤ ai，那么加入函数 |x− ai| 只会产生一个新的转折点 ai。我们

只需要向记录转折点的堆中压入 ai 即可。注意到这一操作并不会改变当前

的答案值。

如果 ai < s，那么我们会发现这一操作将所有小于 ai 的转折点对应的

斜率 −1，大于 ai 的转折点的斜率 +1。这意味着我们需要连着向记录转折

点的堆中压入两次 ai。这一操作之后，我们会得到一个斜率由 0 转为 1 的

转折点。而我们由 f 计算 g 的过程需要抹去所有 i ≥ 0 的转折点，所以我

们需要弹出这一个转折点（即 s）。但是此时我们的答案会发生改变。通过

图像可以得出，答案加上了 |ai − s|。
最终，我们可以通过使用堆存储所有的转折点，在 O(n logn) 的时间复

杂度内解决本题。

代码

Listing 1: Codeforces 713C

1 #include <bits/stdc++.h>
2 using namespace std;
3 priority_queue <int>q;//记录转折点位置
4 int main(){
5 int n;
6 long long ans=0;
7 cin>>n;
8 for(int i=1;i<=n;++i){
9 int x;

10 cin>>x;
11 x-=i;
12 q.push(x);
13 if(x<q.top()){
14 q.push(x);//再压入一个
15 ans+=q.top()-x;//更新答案
16 q.pop();//弹出斜率由 0转1的点
17 }
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18 }
19 cout<<ans<<endl;
20 return 0;
21 }

4 总结

Slope Trick 是一种不常见的技巧，然而它在解决这一类特殊的动态
规划问题时能够起到奇效。它的代码量很短，运行效率也很高，无法被一般

动态规划做法所取代。
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